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Interpretation des Mesures Absolues de
Diffusion Centrale des Rayons X en Collimation Ponctuelle ou Lineaire:
Solutions de Particules Globulaires et de Batonnets

By V. LuzzatI

Centre de Recherches sur les Macromolécules, 6, rue Boussingault, Strasbourg, France

(Regu le 10 jusllet 1959, sera le 13 janvier 1960)

An experimental device is described for recording X.ray small-angle scattering on an absolute
scale. Theoretical calculations are developed which permit the determination of several structural
parameters for the cases when the sample is a solution of (i) globular and (ii) rod-like particles.

Both point and line collimations are considered.

Introduction

Les difficultés auxquelles se heurte, bien souvent,
Pinterprétation de la diffusion centrale des rayons X,
proviennent généralement des conditions de collima-
tion; en effet, si en principe, et méme dans le cas
général, la correction des aberrations dues & la collima-
tion ne présente pas de difficultés (Kranjc, 1954), en
fait, si on n’opére pas dans des conditions expérimen-
tales judicieusement choisies, les complications ex-
périmentales et de calcul sont importantes. Ces con-
sidérations nous ont induit & nous servir d’un systéme
de collimation & fentes trés hautes et trés étroites,
pour lequel nous avons mis au point une technique
d’interprétation des données expérimentales (Luzzati,
1957, 1958).

Ayant adopté ce type de collimation, nous nous
sommes proposé de parfaire la technique en mesurant
les intensités & ’échelle absolue, c’est-a-dire en com-
parant l'intensité des faisceaux incident et diffusé.
Ce genre de mesures n’a été effectué que rarement
dans le passé car elles présentent le probléme assez
délicat de comparer des intensités trés différentes,
dont le rapport peut atteindre 105 (Guinier & Fournet,
1955, p. 121): récemment Kratky et ses collaborateurs
se sont occupés de ce probléme (Kratky, 1956, 1959).

L’objet de cette note est de décrire briévement le
dispositif expérimental que nous avons mis au point
et d’exposer le procédé d’interprétation des données,
en mettant en évidence les différents parameétres qu’il
est possible de déterminer. Nous nous occupons plus
spécialement ici des solutions de particules globulaires
et de batonnets.

Les résultats obtenus avec cette technique seront
exposés ultérieurement.

Partie experimentale

Pour les mesures de diffusion centrale & une échelle
relative, nous avons dessiné et construit au laboratoire

une chambre 3 enregistrement photographique. Il
s’agit d’une chambre & focalisation du type Guinier,

avec monochromateur & lame de quartz courbée,
opérant sous vide, munie d’un jeu de fentes symé-
triques réglables. En modifiant le canon électronique
d’'un tube démontable Beaudoin, nous avons pu
obtenir un foyer stable et suffisamment fin pour per-
mettre l'isolement de la raie K«; du cuivre par les
réglages mécaniques du monochromateur. La distance
du monochromateur au film est de 50 em. La cuve
porte-échantillon est formée de deux feuilles de mica,
appliquées contre une rondelle en métal ou en matiére
plastique: I’étanchéité est assurée par un jeu de joints
et par un serrage mécanique.

Pour effectuer les mesures absolues nous avons
adapté et modifié un goniométre Philips, & compteur
de Geiger, monté sur un générateur de rayons X
stabilisé muni d’'un tube & foyer fin (0,4 x4 mm.2),
a anticathode de cuivre. La modification la plus
importante a été d’intercaler sur le trajet du faisceau
incident, un monochromateur & lame de quartz cour-
bée, dont le réle est d’isoler la raie Kui, et de la
focaliser sur la fente d’entrée du compteur de Geiger;
les distances du foyer du tube au monochromateur et
du monochromateur au point de focalisation sont
respectivement 11 et 40 cm. Nous avons simplifié et
amélioré les conditions de collimation en supprimant
les fentes de Soller et en définissant ’ouverture du
faisceau incident par un jeu de fentes linéaires &
ouverture réglable. Nous avons contrdlé la distribution
de lintensité du faisceau incident sur la droite de
focalisation, pour nous placer dans des conditions qui
justifient le traitement mathématique par le cas limite
de la ‘fente infinie’ (voir ci-dessous).

En outre, dans tous le cas, la largeur de la trace du
faisceau incident, et de la fente d’entrée du compteur
de Geiger sont négligeables en comparaison de I’étale-
ment du faisceau diffusé. L’échantillon, examiné par
transmission, est contenu dans une cuve & parois de
mica paralléles, centrée sur l’axe de rotation du
goniométre; I’épaisseur de la cuve est mesurée avec
précision & chaque expérience.

Pour mesurer I'intensité du faisceau incident nous
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Patténuons par des filtres. Pour cela nous avons
monté & l'entrée du compteur, derriére les fentes
réceptrices, un dispositif & glissiéres, pouvant recevoir
jusqu’a trois tirettes porte-filtre. Les filtres sont
formés de paquets de feuilles de nickel; chaque filtre
est soigneusement étalonné (précision meilleure que
19%) en rayonnement monochromatique.

Les faisceaux incident et diffusé sont enregistrés
sur papier, en déroulement continu, le goniométre
tournant & une fajble vitesse angulaire (jusqu’a
0,20°.26.Theure). L’absorption par ’échantillon et la
cuve atténue dans les mémes proportions les faisceaux
incident et diffusé: on peut donc la négliger. Dans
chaque expérience on soustrait de l'intensité diffusée
par la solution, 'intensité que diffuse le solvant dans
les mémes conditions, aprés normation par rapport a
I'énergie du faisceau incident: de cette maniére on
élimine la diffusion parasite due au solvant, aux parois
de la cuve et & lair.

Traitement general

Nous nous plagons ici dans des conditions idéales
voisines de celles de nos expériences. L’échantillon,
homogene et isotrope, est limité par deux faces planes
et paralléles, perpendiculaires & la direction de propa-
gation du faisceau incident; ’épaisseur de I’échantillon
est négligeable en comparaison de la distance au récep-
teur. Nous admettons que toute ’énergie diffusée est
concentrée dans la région centrale (c’est-d-dire dans
la région out les approximations sin26=26, cos26=1
sont suffisantes), et que le faisceau incident est stricte-
ment monochromatique: nous négligeons 1’absorption
(voir ci-dessus), la diffusion multiple (Luzzati, 19575),
et la diffusion incohérente. Nous considérons 1’échan-
tillon comme formé d’un ensemble de particules dis-
persées dans un solvant.
Nous utilisons la notation suivante:

r est le vecteur qui définit la position d’un point
de D’échantillon par rapport & l'origine: ses
composantes sont x, ¥, z, son unité est 1 A.

0z est la direction de propagation du faisceau
incident.

s est le vecteur qui définit la position d’un point
de 'espace réciproque: ses composantes sont
h, k, 1, Ol coincide avec ’axe 0z. Son module
est 2sin /4 son unité 1 A-L,

T est la composante (vectorielle) de s contenue
dans le plan perpendiculaire & 0z.

vdo,=A2x7,9%10-%dg, est I'énergie cohérente regue
par un élément de surface do,, diffusée par
un électron se trouvant dans un faisceau de
rayons X d’intensité (flux d’énergie par cm.2)
unitaire.

7 est le nombre d’électrons contenus dans une
tranche cylindrique de I’échantillon, perpen-
diculaire aux faces, dont la surface est de
un cm?: son unité est él.cm.-2.
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{A(r)> est la valeur moyenne de la fonction A(r) a la
surface d’une sphére de rayon r.
o(r) est la distribution de la densité électronique
dans I’échantillon (soluté et solvant) (61.A-3).
o est la valeur moyenne de g(r), dans tout
I’échantillon.
o1(r) est la distribution de la densité électronique
3 l'intérieur des particules de soluté.
go est la densité électronique du solvant, qu’on
admet constante.
V est le volume total de I’échantillon (A3).
v est le volume occupé par le soluté gonflé de
solvant.
[01] estla valeur moyenne de g:(r) dans le volume .
1y est le volume spécifique partiel électronique
du soluté non solvaté (A3.é1.-1).
N est le nombre de particules de soluté contenues
dans le volume V.
ce est la concentration mesurée par le rapport
entre les nombres d’électrons du soluté et de
la solution.
m est le nombre d’électrons d’une particule de
soluté non solvatée.
Am est le contenu, en électrons, de I'incrément de
densité électronique, par rapport au solvant,
dé & une particule de soluté:

Am=(v/N)([01]— o) = m(1— goy) . (1)

La distribution des énergies, aussi bien du faisceau
incident que du faisceau diffusé, est mesurée dans le
plan du récepteur: les positions sont repérées par le
vecteur 7.

L’équation générale qui exprime la distribution de
I’énergie du faisceau diffusé I(z) en fonction de la
distribution de I’énergie du faisceau incident o(z),
de la structure et de la masse de 1’échantillon est la
suivante (voir Luzzati, 1957, en tenant compte de
la différence de notation):

I(r) = ;—% S io(T)i(T—1)do, @)
1(8) = ;S:orp(r) sin 2zrsdr 3)

p(r) =(P(r)) = <§ e(R)e(R+r)dvR> )
Jy

Dans le cas ol le faisceau incident est ponctuel,
c’est-a-dire 4o(7) concentré en une toute petite surface,
I’équation (2) devient:

I(s) = 2L i(s) S io(r)da, . (5)

Considérons le cas d’un faisceau incident infiniment
haut et tres étroit: soit Ok sa direction d’allongement.
to(t) est alors une fonction de % seulement:

o(T)=20(h) . (6)
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On peut calculer I'intégrale de I'équation (2):
Si(‘r—r)io(‘r)da, = SS i{(H—h, K —E)io(H, K)dHAK

- Sioio(H) [Sioi(H—k, K—Ic)dK] dH

- [S ® i, Ic)dk] x [Sw io(h)dh] . 1)
En introduisant la fonction suivante:
j(s) = Sw i(s2+2)bde (8)
dans (2) et (7) on obtient:
T6) = 755 S io(s)ds . 9)

I(s) (5) et J(s) (9) représentent la distribution de
I'intensité diffusée respectivement dans le cas de
collimation ponctuelle ou linéaire;

Sio(t)dcr, ou Sio(s)ds

mesurent ’énergie du faisceau incident. Puisque » et
sont connus, il convient de mettre les données ex-
périmentales sous formes de fonctions normées:

in(s) = _ I = %(_8:) (10)
vnS 10(7)do, e

gule) = —2 6 (1)
vns 10(8)ds

qui ne dépendent que de la distribution de la densité
électronique dans 1’échantillon. C’est & ces fonctions
que nous nous réferrons dans la suite, pour mettre en
évidence les paramétres structuraux accessibles &
I’expérience.

Dans le cas général, ou 'on ne fait pas d’hypotheses
sur la structure de 1’échantillon, il est possible de
déterminer le carré moyen des fluctuations de la
densité électronique (Guinier & Fournet, 1955, p.104).*

Soo47z32in(s) ds = Soo27zsjn(s)ds I Clnd LT
0 0 e

Les moyennes sont prises sur tout le volume de
I’échantillon.

On peut exprimer (12) en fonction des paramétres

* Nous négligeons ici les difficultés qu'on rencontre au
point s=0 (voir Guinier & Fournet, 1955, p. 71): nous ad-
mettrons que les courbes expérimentales I(s) et J(s) peuvent
étre extrapolées jusqu'a l'origine d’une maniére continue.
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définis ci-dessus en éliminant v et V des équations
suivantes:

(0—0)% = 02— @* 7 (13)
V(i—op)e (14)

On obtient
(@=0F _, q_,mlel—0s_2—e5 s
g ey, o

Dans le cas, particuliérement important dans la
pratique, ol la densité électronique est constante au
sein du soluté, ’équation (15) se simplifie:

er=[o1]=[gilt. (16)

(e—o) { Qo }
el (- SRS LN————CC
— ce(1— gop)y 01 T—e(l=0op) (17)

Par ailleurs on sait (Porod, 1951) que dans ce cas
la forme asymptotique de i(s) et j(s) dépend de I’éten-
due de l'interface entre soluté et solvant: les lois sont
(Soulé, 1957):

. 1
s1-1:210 s4i(s) = et (01— 00)28 . (18)
lim s3§(s) = 1 28 19
SLIEQSJ(S)_@(QI_QO) . (19)

En remplagant dans (18) et (19) l'expression de
(01— 00)2S tirée de 1’équation suivante (voir (14)):

— 00?8 (01— 00)® v S s
(e @ _ (@00 0 _ (01— 00D e~ 0op) (20)

Vo 0
on a:
. = 18
s1_1:?0 $hin(s) = g~ (01— o)ce(l — ooy) . (21)
. . S
lim s3j,(s) = (01— go)ce(1 — o) . (22)

S—>00 1672 v

Dans ce cas on peut donc déterminer g1 (17) et
(8/v) (01— po) (21) et (22).*

o0 300
S 47ms2l(s)ds 5 27sJ (s)ds
1 Jo 1L de
873 lim sil(s) 162 lim s3J(s)
§—>0 §—=>0

_v_ 1 _ 00
B S(Ql—Qo){Ql l—ce(l_eow)} . (23)

* 8i I(s) ou J(s) sont connus seulement & une échelle
relative, le rapport entre (12) et (21), ou entre (12) et (22),
extrapolé & c¢,=0 permet de déterminer S/v. On remarque,
en outre, que la loi de variation de (23) en fonction de ¢,
permet, en principe, de déterminer g, sans avoir recours &
des mesures absolues.
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Solutions de particules globulaires

Nous appellons ‘globulaires’ des particules dont aucune
dimension n’est négligeable devant les autres: par
ailleurs nous admettons qu’aucune des dimensions
n’est grande devant 1/s (dans le domaine de s exploré).

Admettons que toutes les particules soient iden-
tiques, et que la solution soit suffisamment diluée
pour qu’on puisse négliger les interactions en position
et orientation. fi(s) est le facteur de structure d’une
particule de soluté, la densité électronique étant
mesurée par rapport & celle du solvant.

i(s)=N{fi(s)) - (24)

En développant i(s) en série de s on a (voir Guinier
et Fournet, 1955, p. 24):

i(s)=N(Am)2(1—4m2R3s2 + . . .) (25)

ol Ry est le rayon de giration d’une particule. En
tenant compte de (1) on obtient:

. N

in(0) = ~V—é-.m2(1— oy)? = mee(l — goy)? (26)
expression qui permet de déterminer la masse d’une
particule.

Lorsque le faisceau incident est infiniment haut nous
avons montré (Luzzati, 1958) comment on peut
déterminer 7,(0) et Bo en décomposant j»(s) en deux
parties,

Gu(6)=ja(0) exp (—§m2B3) + ols)  (27)

1 o0
in(0)=2]/(n/3)jn(0)Ra—;S s2p(s)ds  (28)
0

—1

9/3x
1674

R+ [ S:os—ﬂp(s)ds} x [§2(0) Ra]—l—

Ro=

(29)
y3m (> . 1

1 [2752 SO s <p(s)ds} X [§2(0)Ra] |
et calculer ainsi m (voir (26)).

Si, en outre, la densité électronique est uniforme a
I'intérieur des particules, on peut déterminer sa valeur
par les équations (12) et (17) et on peut calculer le
paramétre (S/v) (p1— po) par 'équation (22), et mesurer
le volume qu’occupe chaque particule par le rapport
entre (26) et (12), extrapolé a c.=0 (voir Guinier et
Fournet, 1955, p. 16).

12(0) n(0) v

S 4d7s29,(8) ds S 27870 (s)ds
0

0

(30)

(’équation (30) peut étre utilisée méme si les intensités
ne sont connues qu’a une échelle relative).

Au cas ou les particules ne sont pas toutes identiques
on peut encore déterminer certaines valeurs moyennes
de m et Ro (voir Guinier et Fournet, 1955, p. 66).

Il est important de remarquer que la détermination
de o1 et S/v est possible méme si toutes les particules
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ne sont pas identiques, et si la concentration est
élevée, pourvu que la densité électronique soit uni-
forme au sein du soluté.

Solutions de batonnets

Un batonnet est par définition un objet long et rigide,
dont la section perpendiculaire & I’axe est partout la
méme. Nous admettons que 1’échantillon contient un
ensemble de N batonnets ayant tous la méme section,
mais différant par leur longueur: toutes les longueurs
L; sont par hypothése assez grandes pour que les
produits L;.s soient grands devant 1’unité, dans tout
le domaine de s accessible aux mesures expérimen-
tales. Nous supposons en outre que les bitonnets sont
distribués sans corrélation en position et orientation.

Nous avons calculé dans I’Appendice 1 (voir égale-
ment Kratky, 1956) ’expression de I'intensité diffusée
par ce modéle:

1(s) = élz‘L(Alu)zq(s) = %L(Ay)z(l —2m2R2%s2 4 .. .)
(31)

ot L est la longueur totale des batonnets de I’échan-
tillon, A p est 'inerément spécifique linéaire du nombre
d’électrons de la solution di & la présence d’un bé-
tonnet, par rapport & la densité électronique du solvant
(4pu=Amy/L;, voir Notation), g(s) est une fonction de
la distribution de la densité électronique dans une
section plane perpendiculaire & I'axe du batonnet, R.
est le rayon de giration d’un batonnet par rapport &
son axe.
La fonction 7,(s) (10) s’écrit:

L(Au)pq(s) o, 1—272Ris2+...
g s T @vPerT ‘

'L.n (8) =
(32)

L’équation (32) exprime u et R. en fonction d’un
ensemble de grandeurs qu’on mesure par 'expérience:
on peut donc s’en servir pour déterminer ces deux
parameétres*:

H= [sin(8)]s—>0 (83)

(1— goy)3ce

RZ=— ype [88n(8)]ses 0 X [$2a(8)][: 50 - (34)
Dans le cas ou la collimation est linéaire j.(s) a pour
expression (voir (8)):
= g5+ 1)}
o (s2+12)
(35)

* Les expressions [sin(s)]sq ©b [82n(s)]s>0 Treprésentent
I'extrapolation continue vers 'origine des valeurs expérimen-
tales des fonctions siy(s) et [siy(s)]”’, qui sont connues seule-
ment aux points ol ¢ est plus grand qu’une valeur minimum.
En effet, au voisinage du point s=0 le traitement méthé-
matique développé jusqu'ici n’est pas valable, car ’hypothése
que les produits Lj.s sont grands devant 'unité cesse d’étre
justifiée.

Jn(s) = S in(s2+12)bdt = (1 eow)zceﬂs

—00
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En principe on peut calculer ix(s), lorsque ja(s) est
connu (voir Guinier & Fournet, 1955, p. 116):
. 1¢®dja(s2+82)F  dt
in(8) =— —S
o d(s2+2)t (s2+12)}

- (36)
et déterminer les valeurs de u et R selon le procédé
indiqué ci-dessus (voir (33) et (34)). La transformation
(36) peut se faire, en général, par des calculs numé-
riques.

Tes caleuls deviendraient toutefois moins laborieux,
et le résultat serait plus précis, si jn(s) était une fonc-
tion mathématique dont la transformation (36) efit
une forme simple et connue. S’il est peu probable que
ce cas se présente dans la pratique, on peut s’attendre,
au contraire, & ce que la forme de jn(s) s’approche
souvent d’une telle fonction mathématique. On peut
alors décomposer j(s) en la somme de cette fonction,
et d’un reste aussi petit que possible: le calcul numé-
rique (36) porte alors seulement sur le reste.

e choix de la fonction théorique nous a été suggéré
par la remarque que si g(s) a la forme d’une fonction
de Gauss:

qa(s)=exp (—272nx25?) (37)
P’intégrale (35) a comme expression (voir I'Appen-
dice 2):

S°°exp [—2n2a2(s2+12)] P
o @R
= } exp (— n2a2s%) Ko(n2a2s?) . (38)

11 convient donc de décomposer j(s) en deux parties:
jn(s) = A[} exp (—n2a2s?)Ko(ma?s?) +9(s)] (39)

en ajustant les valeurs des paramétres A et « de
maniére & ce que la fonction

14 exp (— n2x2s2) Ko (n20?s?)

décrive aussi fidelement que possible le comportement
de jn(s), surtour pour s petit. in(s) a dans ce cas la
forme:

inte) = 4| TR L] 0
ot (voir (36)):
1(®dg(s2+2)t  dt
y(s)=—ESO @

En remplagant dans (32) I'expression (40) de in(s)
on obtient:

(eopPeergle) _ 4[R2 )

2 =4 5 +y(s)| (42)
et on peut déterminer les valeurs de u et de R (voir
(33) et (34))

{1+2[sy(9)]s> 0} (43)

_ A
H= 1= gop)ice
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B2 a2 —(1/272)[sy(s)]i>0
¢ 14+2[sy(s)]s—0 )

(44)

Remarques:

Les équations développées ci-dessus ne sont valables
que dans le cas ol les bitonnets sont distribués dans
1a solution sans corrélation en position ou orientation:
on peut approcher de cette condition idéale en extra-
polant vers la concentration nulle les valeurs des
paramétres u et R. déterminés & partir d’expériences
effectuées & différentes concentrations.

Ces équations suggérent également un critére qui
permet de reconnaitre, d’aprés la forme de I(s) ou J(s),
si les particules du soluté ont la forme de batonnets,
du moins lorsque les dimensions transversales des
batonnets et la limite inférieure du domaine de s
exploré sont suffisamment petites: dans ces cas soit
la fonction sI(s), si la collimation est ponctuelle
(Kratky, 1956), soit la fonction dJ (s)/d1g s (voir
Appendice 3), si la collimation est linéaire, sont des
constantes proportionnelles & y dans la région ou ¢(s)
est une constante. En dehors de cette région tout
critére devient ambigu, car la forme de g(s) n’est en
général pas connue, au deld des deux premiers termes
de son développement en série de puissances de s
(voir (32)).

Dans le cas ol le systéme de collimation est &
définition linéaire, le choix des constantes 4 et « de
la fonetion (39) peut étre facilité par I'artifice suivant.
On trace sur un graphique la fonction

Ig [} exp (— n2a2s?) Ko (n202s?)]

en fonction de Ig (as) (voir Fig. 1); on porte ensuite
4 la méme échelle, la courbe expérimentale lg jn(s)
en fonction de lg s, et on la déplace par rapport & la
courbe théorique, en cherchant la position ou la
coincidence des deux courbes est la plus satisfaisante,
du moins pour s petit. Les déplacements des abscisses
et des ordonnées mesurent respectivement « et A.
En soustrayant ensuite 34 exp (—n2a2s?) Ko(n?a?s?)
de jn(s) on peut déterminer g(s), et effectuer les calculs
de u et R..

A titre d’exemple nous avons porté, dans la Fig. I,
quelques courbes jn(s) relatives a des solutions de
plusieurs types de molécules ayant toutes la forme de
batonnets, mais de dimensions trés différentes, et
nous les avons superposées i la fonction théorique,
convenablement déplacée. On constate que la
forme des courbes expérimentales est dans tous ces
exemples trés semblable & celle de la fonction théo-
rique: en fait, le calcul montre que la contribution de
g(s) aux valeurs de u et de R (voir (41), (43) et (44))
est négligeable dans ces exemples, de maniére que «
mesure directement R.. Nous décrirons ultérieurement
ces expériences, et nous en discuterons les résultats.

Je tiens & remercier Mme F. Masson qui a effectué
les expériences avec le poly-L-glutamate de benzyle et
I’acide désoxyribonucléique, et M. W. Longley qui a
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Fig. 1. Comparaison de quelques courbes expérimentales jn(s)
(points discrets) avec des fonctions de la famille
34 exp (— n2a2s?) Ky (m2x%s?)

(en trait continu). < Virus de la mosaique du tabac:
solution dans 1’ean, ¢=0,78%. 4=2,90, x=60 A. @ Poly-
L-glutamate de benzyle: solution dans la diméthylforma-
mlde, c=5,34%. 4=0,155, x=4,2 A. O Acide désoxyri-
bonucléique, solution dans ’eau saline (NaCl 1), ¢=1,80%,.
A=0,225, x=82 A.

bien voulu me permettre de représenter dans la Fig.1
les résultats de mesures qu’il a effectuées avec le virus
de la mosaique du tabac.

APPENDICE 1

Calcul de la fonction i(s) relative a
de batonnets

une solution

L’intensité diffusée par N particules, distribuées sans
corrélation en position et orientation dans le volume V
de I’échantillon, est la somme de lintensité diffusée
par chaque particule.

is) = Z% (8) = 2 (I, DR (45)
Calculons la fonction i;(s) relative & un bitonnet:
Choisissons un systéme d’axes orthogonaux dont
V'origine se trouve au centre de gravité, et 1'axe 0z
coincide avec 'axe du batonnet. g15(x, y, z) représente
la distribution de la densité électronique dans le
batonnet, mesurée & partir de la densité électronique
du solvant (qu’on suppose constante).

SOLUTIONS DE PARTICULES GLOBULAIRES ET DE BATONNETS

Qlj(x: Y, Z) = @.‘f(x, Y, Z) —Qo . (46)

La fonction de Patterson et ’'intensité ont les ex-
pressions suivantes:

Pyj(z, y, 2)
- SSS ou(X, Y, Z)os(X +, Y +y, Z+2)dXdY dZ

=wra“@w&xmwm+arwmmwy

= (1 — (12l/Ls)) P15 (=, y, 0) . (47)

k1)
SSS Pij(z, y, z) cos 2x(hx+ky +1z)dxdydz
2

=[ S (1__) cos2nlzdz]

X [SS Pii(z, y, 0) cos 2n(hx+ky)dxdy]

1—cos 2xlL;
= 27z212L,-7] SS Pij(x, y, 0) cos 2m (hx+ ky) dxdy .
(48)

Lorsque L; est grand la fonction
(1 —cos 2nlL;)/(2m2I2L;)

a des valeurs négligeables partout, sauf au voisinage
du plan I=0; on peut alors calculer la valeur moyenne
{I;(s)) partout ol s est grand devant 1/L;, par l’ex-
pression:

00 1 _cos 2nlL;
= {(8))y = = [\_w‘nzlzLj ]dl}

X [SS Pyj(z, y, 0) cos 2n(hx+ky)dxdy]z. (49)

Le dernier facteur entre crochets, dans (49), représente
la valeur moyenne de

SS Pij(z, y, 0) cos 2x (hx + ky)dxdy

prise pour toutes les orientations de la particule autour
de son axe. Nous avons calculé ailleurs (Luzzati, 1957)
les deux premiers termes de son développement en
série de s

[SS P1j(z, y, 0) cos 2 (hx+ lcy)dxdy]z

= Smﬁ(z) dz— 2n2s? S mo(z)me(2)dz+.... (50)

mo(z) et m2(2) représentent respectivement la masse et le
moment d’inertie (ce dernier par rapport & 1’axe 0z)
d’une tranche de g1j(z, ¥, 2) comprise entre les plans
z et z+dz.

%@=“QMW@M@ (51)
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ma(z) = SS @2+ y?)ou (@, g, 2)dady . (52)

En remplagant dans (50) la masse spécifique linéaire
M et le rayon de giration R, on obtient:

[SS Puy(x, 9, 0) cos 2n(hz+ky)dzdyJ
= Ly(Au)2qs(s) = Ly(Aup (1 —272R2s*+...) (53)

ol gj(s) est une fonction de la distribution de la
densité électronique dans une section plane perpen-
diculaire & I’axe du batonnet.

Le premier facteur entre crochets, dans (49), est
égal & 'unité; on peut remplacer dans (45) les valeurs
tirées de (49) et de (53):

N
i(s) = (1/2s) (Aﬂ)2Q(8)%L1 = (L/2s)L(du)?q(s) . (31)
7=
APPENDICE 2

Calcul de l'intégrale
©exp [ —2m%a2 (s2 4 £2
So V(s+22)
En divisant }/(s2+#2) par s, et en effectuant le change-
ment de variable ¢{/s=sinh % on obtient:
S°° exp [ —2m2x2 (s2 4+ 12)]
0 V(st+2)

M.

dt

du

OO0
5 exp { — 272282
0

cosh 2u+1 }
2

exp [— m2x2s2 cosh 2u]d(2u)
0

Il

texp (— nsz2s2)S
= } exp (— n2x2s%) Ko (n2a2s2) . (54)

Cette derniére intégrale est connue: voir par exemple
Watson, 1952, p. 181.
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APPENDICE 3
Comportement j,(s) pour s >0
; *q(V/(s2+1))
=(1— 2 :
Jn(8) = (1 — goy)?ceu So V1) dt.  (35)

En intégrant par parties, et en admettant que
g(s) 1g s est nul, lorsque s est trés grand:

q(V(s2+e%) ., _
So W di g(s)1g s
¢(V(s*+1%) 2
— So W)_ tlg (4 y(s2+i2)de. (55)

g(s)lg s est le terme principal de cette expression,
dans la région ou s est petit, car pour

§—>0, g(s)]lgs —> oo,

tandis que le deuxiéme terme est borné.
On peut donc remplacer dans (35):

lim jn(s) = — (L —goy)? ce p1g s . (56)
§—>0
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